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О кривизне пространственных кривых в пространстве 
Лобачевского 

Д. Д. Мордухай-Болтовской (Пятигорск) 

Введение 

Литература, относящаяся к пространственным кривым в неэвклидо
вом пространстве, довольно бедна. Все наиболее существенное, ныне 
известное, находим в книге Кулиджа [1]. Бианки в своих лекциях по 
дифференциальной геометрии [8] собирает то, что находится в его 
статьях на эту тему. Как и у Кулиджа, у него имеется только одно 
понятие кривизны и одно понятие о кручении, причем устанавливаются 
они несколько искусственно. Следует отметить очень важные фор
мулы— аналог формул Френэ, которые даются обоими авторами, но 
в настоящей статье не находят себе применения. Центр интереса обоих 
авторов лежит в теории поверхностей. Материал, относящийся к кри
вым, трактует преимущественно специальные кривые. 

В настоящей статье я не задаюсь широкой целью дать системати
ческое изложение теории пространственных кривых; такое изложение, 
естественно, будет содержать части, построение которых, при нали
чии соответствующих образцов из эвклидовой геометрии, не будет 
представлять особых затруднений, и дело это в особенности может 
быть рекомендовано молодым математикам, изучившим элементарную 
неэвклидову геометрию. Я думаю, что едва ли, кроме разве некото
рых основных формул, через вывод которых я должен был пройти 
в целях удобства читателя, в моей статье можно усмотреть какие-либо 
серьезные повторения уже известных результатов. 

Мне представляется новым и двоякое понимание кривизны, и фор
мула для кручения, и вывод зависимости между кручением, кривиз
ной по касательной и полной кривизной, и учение о кривизне по 
нормальной плоскости. Но я обращаю особое внимание на чисто гео
метрические выводы второй части работы. 

Некоторые сведения, относящиеся к плоским кривым 

1. На плоскости Лобачевского следует различать две кривизны: 
Kt — кривизну по касательной и Кп — кривизну по нормали. Первая 
является пределом отношения угла смежности к дуге, вторая — пре
делом отношения угла между нормалями к дуге. 

2* 
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2. Обозначая через (х\ у\ zr), (x'\ у\ z") производные, взятые по 
дуге 5, будем иметь в вейерштрассовых координатах (т. е. таких, что 

x = £ s h ^ , y = ksh™, z = ch~^, 

где MQ, MP — перпендикуляры, опущенные на оси координат Ох и 
Оу, ОР — расстояние от начала координат, k — параметр пространства): 

Кп=У*'г+у"*-№г"\ 
3. Доказывается, что 

* . = 1 
dn k sh -r k 

где dn —• отрезок нормали, отсекаемый бесконечно близкой нормалью 
(радиус кривизны). 

4. В случае параллельности бесконечно близких нормалей dn — ос. 
В случае сверхпараллельности Кп имеет мнимое значение; тогда кри
визны по нормали не существует. 

5. В последнем случае следует уже говорить о с в е р х к р и в и з н е 
по нормали К(п\ как о пределе величины -^ •—• при As ->0, где Да — 
кратчайшее расстояние между нормалями. 

6. На основании известных свойств трипрямоугольника доказывает
ся, что 

К(п) = 1 

k ch—r-k 
где д? — расстояние от прямой наименьшего расстояния между нор
малями (т. е. от о с и кривизны). 

В этой работе я главным образом использую свойства трипрямо
угольника, излагаемые в моей статье [4]. 

I. Аналитические исследования 
§ 1. Кривизна по нормальной плоскости 

Естественным определением кривизны в пространстве Лобачевского 
является следующее: кривизна рассматривается как 

«. Доз 

где Да) — угол между нормальными плоскостями в точке УН и в бес
конечно близкой к ней точке М. 

Замечая, что уравнением нормальной плоскости в вейерштрассовых 
координатах в точке (л:, у, z> и) является 

x'X+y'Y+z'Z - k*u'U=0, (1) 
и предполагая, что кривая задана уравнениями 

x = cp(s), \ 
У = *1(з)> \ (2) 

lis), I 
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где s — длина дуги, и что х, у, z, и означают производные по s, a 
уравнением нормальной плоскости в бесконечно близкой к М точке М 
является 
(х' + xr,As) X + (У + у"As) Y+{z' + z"As) Z - k2 (vC + a"As) U = О, (Г) 
мы найдем: 

A x' (xf + JC"A5) 4- • • • • COS Дсо 
Yx'2 +y 2 + z'2 — k*u'2 V(x' + x"bs) 

Отсюда нетрудно получить, замечая, что 
х2+у2 + z2 - k2u2 = - к2, 
x'2+y'2 + z'2-k2u'2=\, J (3) 

и отбрасывая бесконечно малые высших порядков: 
Vг" 2 -4- v" 2 I z" 2 k2n" 2 Л<? /• • sin Дсо = Ух Jy +z nu Д5 - -|Лс"2 + у 8

 + z"*-k2ii"2As. 
\Г{х' + JK"AS)2 + . . . к 1 ^ » 

Следовательно, 

/ С , - l i m ^ = Urn s - ^ . ^ - / х " * + У'2 + z"2 - £2й"2. (4) 

Таким образом введенная кривизна и будет к р и в и з н о й по нор
мальной плоскости , и мы будем ее обозначать через Кп- В том 
случае, когда берется плоская кривая, пересечение ее плоскости с 
нормальной плоскостью даст нормаль и Д<о будет углом между двумя 
бесконечно близкими нормалями. Если кривую брать на плоскости XY, 
то будем иметь: 

/ С = у У , 2 + у / 2 - Л 2 и / / а (4') 
(кривизна плоской кривой по нормали). 

§ 2. Кривизна в соприкасающейся плоскости 

Нам необходимо указать другое геометрическое значение кривизны 
по нормальной плоскости. 

Спроектируем кривую на ее соприкасающуюся плоскость в точке 
М(х, у, z, и) и определим для ее проекции кривизну по нормали, 
как кривизну плоской кривой по нормали. Мы увидим, что она ока
жется как раз равной кривизне данной кривой по нормальной плос
кости. 

Найдем сначала уравнение соприкасающейся плоскости, которую 
мы определяем, как предельное положение плоскости, проходящей 
через 3 бесконечно близкие точки: 

М (х, у, z, и), М (х + ALx, у + Агу, г + Axzy и + Аги), 
М"(х + А2х, y + Atf, z + A2z, u-+A2u), 

A1x = x'A1s + j~(A1s)2+..>, 

A2x = x'A2s + £1{A2s)2 + 
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Если уравнение соприкасающейся плоскости написать в виде 

ах + by + cz — k2 du^O, (5) 

то для определения коэффициентов а, Ь, с, d получаем систему ли
нейных уравнений: 

ах + by + cz — k2 da = О, 
ax' + by' + cz! — k2 da' = 0, 
ax" + by" + cz" - k2 dtt" - 0, 

откуда 

a 
где 

U4yzUi b^lk% 

uyzu 

№Ъиху, d •X8 "xyzt (6) 

у z a 
У zr и' 
у" z" a" 

и выражения для Ьгах, Ъиху, Ъхуг получаются из выражения для Ьуги 
круговой перестановкой букв х, у, z, и. Поэтому уравнение сопри
касающейся плоскости можно в окончательном виде представить так: 

ЪугаХ — ^zax У + ^uxyZ — bxyzU = 0. (7) 

Примем: 1) соприкасающуюся плоскость за плоскость XY, 2) нор
мальную плоскость за плоскость KZ, 3) спрямляющую плоскость за 
плоскость XZ. Координатами точки М тогда будут 

х = 0, у = 0, z = 0, й = 1 . (8) 

Так как уравнение нормальной плоскости (1) должно обратиться 
в Х = 0, то 

/ = 0, г ' - 0 , и' = 0; (9) 
а так как 

x'2+y,2 + z'2 -k2a'2=-- l, (10) 

то хг = ± 1 и при надлежащем выборе направления осей координат 
х' = 1 (9') 

(если ось ОХ идет в направлении отсчета дуги). Далее, имея еще 
в виду, что уравнение (7) соприкасающейся плоскости должно све
стись к Z = 0, будем иметь: 

т. е. 
0 0 1 
0 0 0 
у" z" и" 

vyzu 

= 0, 

о, к 
0 1 0 
0 0 1 

о, ьхуг = о, 

0 0 0 
1 0 0 
х" у" z" 

(11) 

(11') 

Первое и третье из уравнений (1Г) выполняются тождественно, а 
второе дает: 

г" = 0. (12,) 
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Так как, дифференцируя уравнение (10), получим: 
х'х" + у'у" + z'z" - k2uru" = 0, 

то, в силу условия (9'), 
х"=0. (12*) 

Дифференцируя дважды первое из уравнений (3), связывающее вейер-
штрассовы координаты точки, находим: 

хх!'+уу" + zz" - k2uu +x'2+y'* + z,2~ k2u'2 = 0, 
откуда, на основании (8) и (9) получаем: 

и* =4,- (12.) 
Следовательно, к (8) и (9) нужно еще прибавить условия 

* " • = ( ) , ' г" = 0, ">" = &- (12хт"> 

Касательная прямая определяется двумя из трех следующих урав
нений: 

ЪгиХ — bxuZ = lzx U, (13v) 
bzaY-byuZ = bzyU9 (13*) 
byaX-bxaY=byxU, (13.) 

где Ьги = zii — zru и т. д. 
Чтобы определить проекцию касательной в бесконечно близкой 

точке М (которая вместе с тем является и касательной в проекции 
этой точки), мы должны совершить преобразование координат от 
хъ Уъ %ь #i к •*> У> z = 0> и> пользуясь формулами, связывающими 
элементы трипрямоуголъника, т. е. полагая 

x-=7f+7*' y~\fWt*y a-~7T^7*' 114) 

Для бесконечно близкой точки М1 zx — бесконечно малая выше вто
рого порядка, и последние формулы дают: 

*i = *i> У±=Уъ »! = »!. (14') 
Тогда из уравнения (13) следует: 

Ъу^Х-КъТ^ЪуМ (13) 
где 

Ьг»х = У\ «1 —y'lUl =Уг111 —У&ь 

Здесь следует положить: 
As2 

хг = х + xrAs + я" - у , х[ = х' + x"As, 
yi=y+ybs+y^, Л-У+УД5, 

As2 

дг = а + it As + и" -~Y , ^ = и' + &r'As 
или, в силу (8) и (9), 
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(15) Ух= У -Y-, уг=у As, I 

Отбрасывая бесконечно малые второго порядка, получим: 

ЬУхиг = - У'Д 5, 8 , л = - 1, 8,^ = 0. 
Уравнение (13.?) приводится к виду 

-y"AsX+7=0. (16) 
Угол, образуемый этой прямой с прямой 

0-X+l-7+0.Z-k2-0'U=0, 
определяется по формулам 

\ 
COS ДО) : 

Sin Дсо; 

Т у , 2 ( Д 5 ) а + 1 ' 
y"As 

Г у 2 ( Д 5 ) а + 1 ' 

Предел отношения д— при As->0 

равен у": 
Kt = y". (17) 

Так как, согласно формуле (4), при нашем выборе осей координат 

то 

Если положить 

Kt=\/ К2
п+~. (18) 

Кп = -±-т, (19) 
k 

назвав р радиусом кривизны по нормальной плоскости , 
то будем иметь: 

у *2 
£ 2 s h 2 | - kthy 

Полученную величину Kt будем называть к р и в и з н о й по каса
тельной. 

Различие между Kt и Кп состоит в том, что Kt всегда существу
ет, а Кп существует только при условии пересекаемости нор
мальных плоскостей, что не всегда имеет место. 
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§ 3. Сверхкривизна пространственной кривой 

Чтобы установить по аналогии с кривизной плоской кривой поня
тие о с в е р х к р и в и з н е пространственной кривой, рассмотрим кри
визну по нормали Кп проекции кривой на соприкасающуюся пло
скость. 

Уравнением нормали будет 

xJC + y^Y- k2u[U = 0 
или 

ХгХ+у'г?- k2Ui(J=0, (21) 

X +у"As Y - k2 4f- U = 0. (22) 
и йа основании соотношений (15) 

Угол же, образуемый с прямой X = 0 или 

1. X + 0 • 7 + 0 • Z - £ 20 • (7 = 0, 

определяется уравнениями 

COS До) = 
| / l + y ^ ( A ^ - - l ( A S ) 2 

sin До) 
As 

и 

Д5->0 A s Г * 

Таким образом, кривизна по нормальной плоскости простран
ственной кривой совпадает с кривизной по нормали ее проекции на 
соприкасающуюся плоскость. 

Теперь вполне естественно за сверхкривизну считать сверхкри
визну проекции кривой на соприкасающуюся плоскость. 

Согласно доказанному в моей статье [11], в случае 

/ 2 + / 2 - W 2 < 0 

геометрическое значение Юп) следующее: 

где Да — кратчайшее расстояние между нормалями MN и MN\ Так 
как выражение 

у k2u!r* - х"* ~ у"* - z"* 

так же как выражение Ух"2 + у"2 + z"2 — k2u"2, при преобразовании 
координат не меняется, то при нашем специальном выборе коорди-
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нат это выражение сводится к значению * j / ^ — У 2 , представляюще
му значение сверхкривизны К^п) для проекции. Таким образом, имеем: 

/Г<л> = Vk2urr2-x"2-y"2-z"2 , (24) 

§ 4, Непосредственное определение кривизны по касательной 

Следует взять по обе стороны от точки Мх на равных расстояни-
As ях ~Y бесконечно близкие точки М и М2 и взять предел отношения 

угла между хордами МХМ и М2МЬ т. е. угла КМгМ2, к дуге 
KJ МХМ2 (фиг. 1). Совершенно так же как при изучении кривизны на 
плоскости, доказываем, что /_ КМгМ2 = 2а, где а= /_ МгММ2. 

Уравнение прямой ММг определяется из условий прохождения ее 
через точки (л:, у, z, а) и (хъ уь хъ их), где 

хх — х -\- х -х г - ^—г • • • > 

, , As . и" (As)2 , 

Уравнение прямой ММ2, проходящей че
рез две точки (х, j ; , z, а) и (х2, у2, z2r u2), 
будет 

AyilX + Au2Y+A,yU = 0y . (25.) 

A2U X + AUXZ + AX2U = 0, (25,) 

где А™ = j>tf2 — у2и, &хи = ^^2 — *2^ и т. д. 
(As)2 

ЕСЛИ Х2 = л: + x'As + х" ^-£ 4 и т.д., 

Фиг. 1 ТО 

А« = 8Й>As + №&£ +• • • и т. д., (26) 

где 
8Й} = х» - х'и, 8<°? = *»' - Л и т. д. 

ДЛЯ перехода к уравнению прямой ММг в нашем случае придется 
заменить As на ^ - и для Д.™ вместо (26) взять выражение 

.(01) As , .(02) (As)2 , 
А лги = °.vw ~2 ' ха 8 Г 

Коэффициенты Л, Д С, D в уравнении 
AY + БГ + CZ - £2£>/У - 0 (27) 

плоскости, перпендикулярной в точке М к Щ , удовлетворяют 
условиям: 

хА +уВ + zC- k2aD = 0, 
Дум Л + &их В + Д*у D = 0, 
Д*«Л + Д«,С + Д,*# = 0, 
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откуда выводится проп 

где 
Кх = 

орция: 
А __ В __ С __ D 

кх ку KZ ки' 

— Ахи [уАух + zkzx + k2a&xll]y 

Ки = — Ахи [х&хи + уАуа + г&ги]. 
Подставляя сюда полученные выше выражения, получаем; 

Кх = Д*« (Аа*2 + dx), 
Ку = АХи {k2y2 + dy), 
Kz = Ахи {k2z2 + dz\ 
Ки = Axu {k2a2 + da), 

где 
d = xx2 + j/ya + 2z2 — №ищ = xlx + x'As + л:" —jp- H ]4 = 

Но дифференцирование уравнения (З), связывающего вейерштрас-
совы координаты, дает: 

ххг + уу' + zz! — k2au! = 0, 
хх" +уу" + zz" - k2au" = - л:'2 - У 2 - z'2 + k2vC2 = - 1, 

2 ' 
так что 

А = ех = k*x'As + {k2x" - х)^- + • • • и т. д. 

Для получения коэффициентов ех, еу, ez, eu в уравнении ЛШ3: 
ехХ + eyY+e2Z- k2eaU = 0, (28) 

следует только заменить As через -j-, так что 

ех = ^[k*x' + (k*x" - х)~ +• • •] и т. д. 

Угол а — это угол между плоскостями (28) и 
exX + eyY+e2Z-k2euU = 0; (28) 

sin а определяется по формуле 
sin а = 

Уех + е*у + e\-k4\ Vel + ey + g-t** 
Но 

£4Д(12)_£2 Д(01) 
ехеу - еуех = ^ ^(As)3, 

(k*Ayf - Д^У = А4 {у'х" - / ' Л ' ) 2 - 2£2 (у'х" - / ' я 'Хх / - <у)+ 
+ (ху' - х»2. 
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Рассмотрим сумму квадратов 

( y ^ _ y V ) 2 + . . . ; 

член с х!2 дает: х'2(К%— х"2), где 

К2 = х"2 + У2 + z"2 - khi"2. 

Собирая в группы члены типа Уу"х'х\ получаем: 

х'х" [-УУ - z'z" + k2a'u"\ = х'2х"2. 
В результате имеем: 

2 ( / х " -fx'f = (х'2 + у 2 + z'2 - кЫ2) {х"2 +У'2 + z"2 - k2u"2) = ATI, 

2 (*/ - <У)2 = (*2 +y* + z2-k2 а2) (X2 + у 2 + z'2 - k2 и'2) = - £2. 

Сумма 5 = 2 (.у'-х"—у"х') (xyf — х'у) преобразуется на основании 
следующего легко проверяемого тождества: 

2 а2 2 AiBi = 2 ^ а * 2 Я*я* + "Т" 2 (а*5' — я*5*) iakAi — я/Аь)> 
i f i f k, I 

которое дает: 

S = {х'2 + У2 + z'2 - k2a'2) (xx" + ууп + zz" - k2au") -
- (хх' + у У + zzr - kbiu) (х'х" + У у" + zfz" - k2u'u") = - 1. 

Далее, 
el + el + el- k2el = (Asfk* (x'2 +yr2+ z'2- k2a'2) = {Asfk\ 

el + e2 + e2
z-k2el^(-^k\ 

Vtfv + i 
sin a = ^ As. 

Ho lim ——- = 2. Поэтому 
As~>0 S i n a J 

„ л. sin До 1# 2 sin a t . 4 sin a 1 / Kn ^ + * 
Kt = l i m ~AF" = l l m ^T = h m ST = V —¥— 

Kt = \/Ka„ + ± . (18) 

§ 5. Кручение 

К р у ч е н и е следует определять, как предел отношения угла* об
разованного двумя соприкасающимися плоскостями в двух бесконечно 
близких точках, к дуге. Уравнениями этих соприкасающихся плоско
стей будут 
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где 

причем 

С2) х - №? У + е ? z - ь%? и=о, 

8^2) X - в Г + 8<0^ Z - С * */ = О, 

5(012) 
°yzu — 

а(012) 

g(012) __ 
Qyzu — 

(̂013) „ uyzu — 

x у 
x' у' 
x" у" 

*i Ух 

x'i Ух 
rr ft 

Xi Ух 

C«2) + 
x у 
x' у 
x'" у'" 

z 
z' 
z" 

* l | 
t 

z'i[ 

g(013) 
uyzu 

Z 

z' 
zm 

и т. д., 

и т. д., 

(29) 

(29) 

Замечая, что угол Асо между плоскостями (29) и (29) определяется 
по формуле 

cos Aw = 
, £2*(012) ¥(012) , £2S>(012) 5(012) • £2*(012) 5(012) _ *(012) *(012) 
1 к о ovz -f я о ъ -т- к оuxv ouxv о vz oxvz "yzu "yzu uxy "uxy "xyz "xyz 
k2 

V*№+e)a+er+-г c)2 v ̂ +• • • 
sin До) 

V» ( g 8g - ffff *%*>)' + • • • 

получаем для кручения формулу 

^ £ 4 Ы 0 1 2 3 Г + £ 4 р ( ( Ш З Г + . 

7 = ух 
.£2р(0123)2 

^Чв^Ч^-С2 

где 
П(0123) __ *(012) ^(013) *(012) *(013) 

r w — Vyzu °xzu uxzu °yzu и 1. Д. 

(30) 

Конечно, значение Г не зависит от выбора осей координат. Ниже мы 
выведем значение Т при выборе системы координат § 2. 

Если мы теперь укажем выражение U, тоже не зависимое от выбора 
осей координат, причем окажется при специальном их выборе, что 

Г - £/, (31) 

то равенство (31) будет оставаться справедливым и во всякой системе 
координат. Таким выражением, как мы увидим ниже, окажется 
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х у z и 
х' у' zr и! 
х" у" zn и" 

U „ 'х'" Ут z'" и'" 1 _ D 
*? 

(32) 

(33) 

В самом деле, при преобразовании координат мы совершаем замену 

хх = ахх + bxy + cxz + dxtix, 
уг = а2х + ft2j/ + са + d2u2, 
zx = аъх + Ьгу + c3z.+ d3uz 

и± = а±х + b4y + c±z + d4M4, / 

причем определитель преобразования 
ai bi ci di 

Д 
а2 bo c2 d2 

&з Ь3 с3 а3 

а4 64 г4 rf4 

= 1. 

Действительно, всякое преобразование сводится к последовательности 
вращений осей и скольжений, совершаемых по формулам: 

хх = х cos а — у sin а, хх = л: ch а + #L sh а, 
ух = х sin а — у cos а, j / x = j / , 

% = а; иг = хг sh а + & ch а, / 

(34) 

с определителями о1? 82,..., равными единице. Но тогда иА = 818283... = L 
Далее, 

DX = AD = D. 
Таблицу § 2: 

л; = 0, J / = О, 0 = 0, и = 1 , 

л;' = 1, У = 0, z' = 0, и' = 0, 

0, у = г" = 0, и" = ^ - , 

(35) 

(36) 

л;" 

..W W ^.W „ W 
следует еще пополнить значениями х , у , z , и 

Прежде всего уравнение (3), связывающее вейерштрассовы коор
динаты, дает после трехкратного дифференцирования: 

хх'" + уу'" + zz" - k*wm = - (х'х" + у'у" + z'z" - k2u'u"). (*) 

Дифференцируя же дважды равенство 

** + у* + ** - 1?и'2 = I, 
имеем: 

х'х'" +у'у'" + z'z'" - k2u'u" (x"2+y"2 + z"2-k2u"2) Kl (**) 



О кривизне пространственных кривых в пространстве Лобачевского 495 

Принимая во внимание равенства (36), из соотношения (*) получаем: 

ит = О, 

а из соотношения (**) получим: 

Х"'=±-У"2-№ 

(36«w) 

(36*"/) 

Но тогда 
§(012) 
uyzu 

(012) . 

*(012) 
^хуи • 

0 0 1 
1 О О 

„ 1 
А2 

X 

х' 
х" 

У 
У 
У 

и 
it' 

и" 
= 

О У 

:.У 

g(012) _ 0 °xyz — О. 

Из всех членов в знаменателе Т остается только один — 

Из членов же, стоящих под знаком радикала в числителе, остается 
только 

£4 *(012)2 .(013)2 __ tA ,i2 у//2 
к ихуи Ujczu — к У & 1 

так как, на основании равенств (36), (36.^), (36^/), 
4.(013) _ /л *(013) _ . m *(013) __ Wrr 5.(013) __ п 

°yzu — U, °xzu — 2; , 0 ^ д — J/ , Oxyz — U. 

Таким образом, 
Т. (37) 

Обращаемся теперь к U (см. формулу (32)). При системе коорди
нат, указанной в § 2, Kt~y', а числитель U равен 

и мы получаем: 

0 0 0 1 
1 0 0 0 

\о у" о ± 
хГ у"' тГ 0 

У 

У z , (38) 

(39> 

Сличая соотношения (39) и (37), замечаем, что 

T = U. 

Таким образом, имеем окончательную формулу: 

D 
Г = 

K*t 
(32'> 



496 Д. Д. Мордухай-Болтовской 

где 

D = 

х у z и 
хг У %т и! 
х" у" 2Г U" 
xm y m zr" и" 

§ 6. Полная кривизна 

Под п о л й о й к р и в и з н о й мы будем понимать предел отноше
ния угла между спрямляющими плоскостями в точках M(x,y,zfu) 
и М'(х + Ах, у + Ay, ^ + Дг» а + Аи) к соответствующей дуге при бес
конечном сближении этих точек. 

Уравнением спрямляющей плоскости является 

{k2x" -x)X+ (ky -у) Y+ {k2z" -z)Z-k2 (k*un -и) U= 0. (40) 
В самом деле, эта плоскость 

1) проходит через точку (x,y,z, и), так как 

(х - k2x") x + {y- k2y") y + (z- k2z") z-k2(u- k2u") a = 
= - {xxrr + yy" + zz" - k2mtr) k2 + (x2 + y2 + z2- k2u2) = 0, 

в силу того, что 
хх" +уу" + zz" — k2uu" = - 1 и х2 +у2 + z2- k2u2 - - k2; 

2) перпендикулярна нормальной плоскости 

х'Х + У V + z'Z - k2ufU=0, 
так как 

(х - k2x") x' + {y- k2y")y' + {z- k2z")z -k2(a- k2u") vC = 
= {xxr + yy' + zz! - k2au!) — k2 {xrx,r + y'y" + zfz" - k2u'u") - 0, 

в силу того, что каждая из скобок равна нулю; 
3) перпендикулярна к соприкасающейся плоскости, так как 

XbyZU — уЪгих + zlUxy — tlbxyz = 0, 
x"oyzu — у"Ъ2их + z"bLlxy — u"oxyz = 0. 

Мы не будем выводить очень сложной в общем случае формулы 
для полной кривизны, но дадим формулу для специального выбора 
осей координат § 2. 

В этом случае уравнением спрямляющей плоскости будет 
Г = 0 или O'X+l'Y+O-Z-k2-0-£/ = 0. 

Уравнением спрямляющей плоскости в бесконечно близкой точке 
будет 

[х + x'As + k2 (x" + xmAs) + . . . ] * + 
[У + УД« + k2(y" + ymAs) -+ . . . ] Y + 
[г + z'As H k2 (z" + zmAs) + ...]Z-

-k2[u + u'As + k2 (u" + u'"As) H ] U= 0, 

а, в силу уравнений (36), 
k2y"2AsX + ( - k2y" - k2y,r,As) Y + (- k2z'"A$) Z + Q.U = 0. 
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Если Ао> — угол между спрямляющими плоскостями в точках 
М и М, то 

cosAWE k2y" + &ym As 
1/(&У + k2y"rAsf+ (*V')2(As)2+ &V4(As)2 

sinAo) = •,,-.„ , , ,0 0 , As, 

lim Aco 
As" 

sin Aco ___ 1/V'2 + У ,"4 

lim As У 
(41) 

Эта формула дает возможность доказать а н а л о г т е о р е м ы Л а н-
крэ , согласно которой в эвклидовом пространстве квадрат полной 
кривизны равен сумме квадратов кривизны и кручения. 

Фиг. 2 

В настоящем случае мы имеем: 

или, если от Kt перейти к К,ц 

xa = T a + ^ c h a р 
k ' 

(42) 

(43) 

В самом деле, при нашем выборе осей координат Kt^y\ 

j r r и * ? + Г- = 

II. Синтетические исследования 
§ 7. Вывод теоремы Ланкрэ 

Можно дать синтетическое доказательство теоремы Ланкрэ, .сле
дуя по пути Шелля, исследовавшего этим приемом пространственные 
кривые в эвклидовом пространстве. 

Взяв четыре бесконечно близкие точки М, М, М\ М", мы про
водим прямую МС в плоскости МММ" перпендикулярно ММ. В пре
деле при бесконечном сближении точек ЛТ, М\ М' плоскость MNi'M" 
обращается в соприкасающуюся плоскость, а МС — в главную нормаль 
в точке М (фиг. 2). Пусть теперь МС ± ММТ в плоскости М'М"М"; 
3 Математический сборник, т. 30 (72), № 3 
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в пределе М М} М" — соприкасающаяся плоскость, а МС — главная 
нормаль в точке М. Если, далее, М'С ± ММ" в плоскости ММ М\ 
то угол CMC будет углом между плоскостями МММ' и ММ"М" 
Да, и его можно принять за угол Да между соприкасающимися пло
скостями в точках М, М. Это следует понимать не в том смысле, что 
Да = Да, а так, что эти бесконечно малые величины эквивалентны, т. е. 
отличаются на бесконечно малые высших порядков, и поэтому в отно
шениях одну из них можно заменить другой. 

В самом деле, если а — угол, образуемый с какой-либо постоянной 
плоскостью, например с XY, соприкасающейся плоскостью, то а = a -f «> 
где а — бесконечно малая величина: 

Да" = Да + Да, 

где Да — уже бесконечно малая не ниже второго порядка. 
Проведем, далее, в плоскости МММ1 прямую МСХ перпендику

лярно ММ. Спрямляющая плоскость в точке М является пределом 

9 

п 

X _ . ЛЯ 

Г 

X' 

Фиг. 3 

плоскости МКМ'К, проходящей через хорду ММ и перпендикуляр
ной плоскости МММ" (а потому перпендикулярной к МС^ а спрям
ляющая плоскость в точке М — пределом плоскости МКМ"К", про
ходящей через ММ' и перпендикулярной к ММГМ" (а потому 
перпендикулярной к МС) (фиг. 2). Угол С'МСХ, т. е. Д&, таким об
разом, эквивалентен углу между спрямляющими плоскостями в точках 
М и М; 

Угол МСМ\ представляющий в пределе угол между нормалями 
к проекции на соприкасающуюся плоскость, эквивалентен углу Дт ме
жду нормальными плоскостями в двух бесконечно близких точках. 
Но угол СМСХ = Дт' вовсе не эквивалентен Дт. 

Для того чтобы найти зависимость между Дт и Дт', следует обра
титься к трипрямоуголышку, получающемуся, если опустить из С 
перпендикуляр на M'CV На основании свойств трипрямоутольника 
(фиг. 3), 

sin QRQ _ s h / 
sin ROP ~~ shy ch x 

sin QOR = sh x 
sTTO/?' sin ORP = sh xr sin QOR sh x 

sh OR' sin ОRP sh* ' thy. 



О кривизне пространственных кривых в пространстве Лобачевского 499 

В данном случае 
sin QOJREEE sin dx', 
sin 0/?PEEE sin А?Т 

dir = ch -jr- d^. 

Сферический треугольник, образованный окружностями, описанными 
радиусами, равными 1, из точки М (abc), — прямоугольный, так как 
угол между плоскостями CMC и МММ" — прямой, и поэтому 

Л£2 = Да2 + С112-^Дт2, (44) 

откуда получаем, деля на (As)2 и переходя к пределу при As->0: 
р 
к x2==T2 + ch2 9K^ 

и, окончательно, 
х2 = Г2 + Kl (45) 

Конечно, тождество это, связывающее выражения для х, Г и /G, 
должно оставаться справедливым и в том случае, когда Кп мнимо,, 
a Kt вещественно, т. е. в случае сверхкривизны. 

§ 8. Построение радиуса полной кривизны 

Обозначая через pt радиус кривизны по касательной, через г — ра
диус кручения и через R — радиус полной кривизны, которые опреде
ляются из уравнений 

/с,= — Ц - , г = — Ц - , х^-г-Ц-, (46) 
£sh-lL ksh~T * s h~F 

мы получаем уравнение 

i l l 
—7Г = — 7 - + — — . (47) 
s h ^ sh*^- s h « ^ t 

Интересно отметить, что в пространстве Лобачевского остается в 
силе построение Шелля. 

R является перпендикуляром, опущенным из вершины прямого 
угла на гипотенузу в прямоугольном треугольнике, катеты которого — 
г и рп (фиг. 4). Из рассмотрения треугольников BCD и АСВ (фиг. 4) 
следует, что 

s h ~ = s h ~ s i n £ , t h ~ - sh-J-tgA 

Из последних равенств, учитывая соотношения (20) и (46), получаем 
уравнение (47). 
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§ 9. Тангенциальная поверхность 

Касательные к пространственной кривой образуют развертываю
щуюся поверхность, ребром возврата которой, очевидно, является сама 
заданная кривая. Соприкасающаяся к последней плоскость, как про-

Фиг. 4 

ходящая через три бесконечно близкие точки этой поверхности, 
является касательной плоскостью к этой поверхности в точках ее 
ребра возврата. Такую поверхность будем называть т а н г е н ц и а л ь 
ной. 

Взяв касательные в бесконечно близких точках М, М, М": MP, 
MP, М"Р" (фиг. 5), опустим из Р перпендикуляр РР' на РМ, из 

Фиг. 5 

F -РР" ±Р"М". Проведем к плоскостям РМР, РМ"Р" перпенди
куляры PD и РП. Эти перпендикуляры должны пересечься в одной 
точке D. Действительно, РГП, как прямая, перпендикулярная к пло
скости РМ'Р" (так как две бесконечно близкие касательные нужно 
мыслить лежащими в одной плоскости), лежит в плоскости, 
перпендикулярной к MP и, следовательно, проходящей через РРГ±_ 
J_ MP. Но в такой плоскости, проходящей через РР\ лежит и 
PD J_ РМР'. Таким образом, РrD и PD действительно оказываются 
лежащими в одной плоскости и потому пересекаются (в реальной или 
идеальной точке) D=EED'. 

Мы ограничимся только случаем реальной точки. 
РР' является эквивалентом дуги нормального сечения тангенциаль-



О кривизне пространственных кривых в пространстве Лобачевского 501, 

ной поверхности. Если через р, обозначить радиус кривизны по каса
тельной нормального сечения тангенциальной поверхности, а через 
Pt — радиус кривизны по касательной данной кривой, то будем иметь: 

Kt = ^_ = hm _ _ 
р^ Д5->0 &$ 

k sh-^-

где Да — угол между соприкасающимися плоскостями данной кривой, 
Ks = PP'\ с другой стороны, 

„ 1 « . Д о 
К = = hm —, 

k 

где До) — угол смежности касательных данной кривой. Но ASEEEPP'EEE 

к и и М'Р' = Дсо A sh —^— , 

ksh-T = \l™0
ksh-JrT£-^ = kshT> (48) 

если взять 
, UM'P' «. As , - Р/ 

£ д5->о Л с ) * 

т. е. MP взять равным р, — радиусу кривизны по касательной. Из со
отношения (48) следует, что р, = г. 

Можно сказать, что радиус кручения кривой равен радиусу кри
визны по касательной нормального сечения тангенциальной поверх
ности в расстоянии, равном радиусу кривизны по касательной дан
ной кривой. 

Плоскости DPM, DP'М представляют плоскости, перпендикуляр
ные к соприкасающимся плоскостям, и в предельном положении дают 
в пересечении спрямляющую прямую. Таким образом, все центры 
кривизны различных нормальных сечений тангенциальной поверхно
сти лежат на спрямляющей прямой. 

§ 10. Соприкасающийся круг 

В том случае, когда существует кривизна по нормали, через три 
бесконечно близкие точки М, М, М' можно провести круг, предель
ное положение которого дает соприкасающийся круг. Его центр 
является предельным положением точки С, получаемой в пересечении 
перпендикуляров Л/С и Л/7 С, восставленных из середин хорд ММ 
и ММ' (фиг. 6). Радиус этого круга равен радиусу кривизны по нор
мали. 

Точка С, во-первых, лежит в соприкасающейся плоскости (как про
ходящей через три бесконечно близкие точки М> М\ ЛГ); во-вторых, 
находясь в двух нормальных плоскостях, лежит на прямой их пере
сечения. Предельным положением пересечения двух нормальных пло-
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скостей является ось кривизны. Центр кривизны, таким образом, 
находится на оси кривизны, а главная нормаль — предельное положе
ние NC — перпендикулярна к оси кривизны, ибо последняя, как пере-

Фиг. б 

сечение плоскостей, перпендикулярных к прямым ММ и М'ЛГ, 
лежащим в соприкасающейся плоскости, перпендикулярна к этой пло
скости. 

Если не существует кривизны по нормали, но существует сверх
кривизна, то не существует и оси кривизны. Тогда вместо соприкаса

ющегося круга следует брать соприкасающийся гиперцикл в сопри
касающейся плоскости. Вместо оси кривизны в упомянутом смысле, 
следует брать то, что можно назвать с в е р х о с ь ю — прямую, перпен
дикулярную к двум нормальным плоскостям и измеряющую кратчай
шее расстояние между ними. 

Нетрудно видеть, что ось СгС2, соединяющая центры кривизны, 
должна совпадать со сверхосью, так как СгС2 перпендикулярна 
NC — прямой пересечения нормальной плоскости с соприкасающейся, 
к которой она перпендикулярна. 

§ 11. Эволюта 

Бесконечно близкие нормальные плоскости пересекаются по осям 
кривизны /С, К\ К",..., стоящим перпендикулярно к соприкасающимся 
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плоскостям в центрах кривизны С, С, С", . . . ; /(, К', К",... образуют 
развертывающуюся поверхность. Пересечения бесконечно близких 
осей кривизны образуют ребро возврата этой поверхности. 

Нормальные плоскости к данной кривой, конечно, являются каса
тельными плоскостями этой поверхности и соприкасающимися плоско
стями для ребра возврата. 

Если нормальные прямые в бесконечно близких точках пересекают
ся, то точки пересечения определяют э в о л ю т у , которой касаются все 
эти нормали, образуя, таким образом, развертывающуюся поверхность. 

Возьмем поверхность осей кривизны. 
Плоскость GGKK' проходит через две бесконечно близкие оси 

кривизны и будет нормальной плоскостью в точке Ж. Проведем в этой 
плоскости (фиг. 7) какую угодно прямую MG (которая будет вообще 
нормальной). Пусть О — точка пересечения MG с осью /('. Тогда пря
мая MG будет тоже нормалью, пересекающей MG. Если пересечение 
ее с /(" — точка G", то M'G" будет тоже нормалью, и т. д. Предельное 
положение G, G', G",... при бесконечном сближении точек G, G, G",... 
определяет эволюту. 

Так как первая нормаль MG берется совершенно произвольно, то 
эволют будет бесконечное множество, но через одну определенную 
точку проходит только одна эволюта. 

В случае сверхкривизны мы будем иметь для нормальных прямых 
тоже развертывающуюся поверхность, но такую, что роль ребра воз
врата будет играть огибающая прямых кратчайшего расстояния между 
бесконечно близкими нормалями ( с в е р х э в о л ю т а ) . 

§ 12. Поверхность главных нормалей 

Поверхность главных нормалей [п] кривой уже не является раз
вертывающейся поверхностью. Главные нормали лежат в двух различ
ных бесконечно близких плоскостях, пересекающихся по касательной, 
как прямой, проходящей через две бесконечно близкие точки. Сама 
кривая представляет пересечение этой поверхности со спрямляющей 
поверхностью, а также с поверхностью бинормалей. 

Кривая пересекает ортогонально прямолинейные образующие по
верхности [п], и ее соприкасающаяся плоскость является касательной 
плоскостью к поверхности в точке пересечения. В самом деле, эта 
плоскость проходит через две касательные к поверхности в этой точке: 
во-первых через касательную к кривой и, во-вторых, через прямоли
нейную образующую. 

Бинормаль нормальна к поверхности в точке кривой, так как она 
перпендикулярна к касательным плоскостям. Отсюда следует, что 
кривая является асимптотической линией на поверхности своих глав
ных нормалей. 

§ 13. Спрямляющая поверхность 

Поверхность, которая образуется спрямляющими плоскостями, на
зывается с п р я м л я ю щ е й п о в е р х н о с т ь ю . Пересечение двух бес
конечно близких спрямляющих плоскостей представляет с п р ям ля-
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ю щ у ю п р я м у ю , являющуюся прямолинейной образующей этой 
поверхности. Спрямляющая плоскость перпендикулярна к главной нор
мали, так как главная нормаль является пересечением соприкасаю
щейся и нормальной плоскостей. 

Бесконечно близкие спрямляющие прямые лежат в одной спрям
ляющей плоскости. Поэтому спрямляющая поверхность является раз-
вертывающейся; но в противоположность тангенциальной поверхности 
может не быть ребра возврата. Это будет в том случае, если спрям
ляющие прямые окажутся сверхпараллельными. Тогда роль ребра 
возврата играет г о р л о в а я к р и в а я , образованная кратчайшими рас
стояниями между бесконечно близкими спрямляющими прямыми. 

Посредством развертывания спрямляющей поверхности кривая пре
вращается в прямую. Это проще всего доказывается на основании 
теоремы Ланкрэ. А именно, при развертывании исчезает полная кри
визна. Но тогда Т=0, Kt = 0, а это —признак того, что кривая обра
щается в прямую, так как Т= 0 указывает, что она лежит в одной 
плоскости, a Kt = 0 — что она сводится к прямой. 

§ 14. Эвольвента 

Кривая является в отношении эволюты э в о л ь в е н т о й . Эволь
вента получается развертыванием нити, натянутой на кривую. Если 
точки эвольвенты — Р, Р, Р',..., а соответствующие точки кривой — 
М, М, М\ . . . , то 

M'Pf - MP = ММ\ 
М"Р" - М'Р' = М'М" и т. д. 

Разность между расстояниями двух точек Я, Q эвольвенты от соот
ветствующих точек кривой равна дуге MN. 

Нормальная плоскость к эвольвенте в точках Р, Р перпендикулярна 
к РТ, Р'1\ а так как эти последние лежат в соприкасающихся пло
скостях точек М, ЛГ, то она перпендикулярна к последним плоскостям. 
Так как эти плоскости проходят через касательные, то они являются 
спрямляющими. Но спрямляющие плоскости пересекаются по спрям
ляющей прямой, а нормальные плоскости — по оси кривизны. Поэтому 
ось кривизны эвольвенты в точке Ж, соответствующей точке Р данной 
кривой, представляет спрямляющую последней в точке М, причем эта 
ось кривизны — общая для всех точек прямой РМ. Центр кривизны 
эвольвенты в точке Р является основанием перпендикуляра, опущен
ного на спрямляющую прямую. 

Как и на эвклидовой плоскости, можно установить понятие о пло
скостной эвольвенте. Получается оно следующим образом. Плоскость 
движется так, что все время остается соприкасающейся плоскостью 
к данной кривой, занимая положения ММ'М", МММ'",..., при ко
торых она проходит через тройки бесконечно, близких точек. П л о 
с к о с т н а я э в о л ь в е н т а описывается точкой этой подвижной пло
скости. 
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Переход этой плоскости от положения MM!M" к положению 
МММ" можно мыслить, как вращение около прямой ММ'. При этом 
вращении точка Р описывает дугу РР\ центр которой лежит в точке 
С на ММ' (а именно, в основании перпендикуляра PC, опущенного 
на М'М"). Плоскость Р'СР, в которой происходит вращение, перпен
дикулярна к оси вращения М'М", а поэтому перпендикулярна и к со
прикасающейся плоскости данной кривой. Вследствие этого плоскость 
СРР', которая является соприкасающейся плоскостью плоскостной 
эвольвенты, будет нормальной плоскостью заданной кривой, и плоско
стные эвольвенты пересекают под прямым углом соприкасающуюся 
плоскость кривой. Точка С является центром кривизны плоскостной 
эвольвенты. 

§ 15. Соприкасающаяся сфера 

С о п р и к а с а ю щ а я с я с ф е р а является сферой, проходящей через 
4 бесконечно близкие точки Ж, М', М", М". Она содержит два сопри
касающихся круга, проходящих через тройки бесконечно близких 
точек М, М,М'\ М,М\М". Центры последних — на осях кривизны 
/С, К\ причем их плоскости перпендикулярны к К и К'. Отсюда сле
дует, что и центр соприкасающейся сферы следует искать в пересе
чении К и К. 

Геометрическое место центров соприкасающихся сфер представ
ляет ребро возврата поверхности осей кривизны. 

Отметим, что совершенно так же, как не всегда существует сопри
касающийся круг, не всегда существует и соприкасающаяся сфера. 
Но в том случае, когда не существует соприкасающейся сферы, суще
ствует соприкасающаяся гиперсфера. В этом случае оси гиперциклов 
МММ" и ММ'М" пересекаются между собой и лежат в основной 
плоскости гиперсферы. 

Определим угол наклонения радиуса соприкасающейся сферы к 
соприкасающейся плоскости и найдем его выражение через р и г 
(радиусы кривизны и кручения). Две бесконечно близкие оси 
кривизны СК и С К лежат в нормальной плоскости точки М данной 
кривой и пересекаются в К—центре соприкасающейся сферы (фиг. 8). 

Обозначая через ^ угол КМС между радиусом сферы и соприка
сающейся плоскостью и замечая, что МК = МК = R {R — радиус сопри
касающейся сферы), а МС = р (р — радиус кривизны), Ж/С/ = р + Ар, 
Z. КМ' С = [х + Ар,, получаем из прямоугольных треугольников КМС 
и КС'М': 

cosji = t h ^ : t h 4 - . (49) 

cos (ц + Д[х) = th Ц ^ - : th -J" (50) 

или, с точностью до бесконечно малых второго порядка, 

th — (cos [x - sin [xAjx) = th \ + — A^. 
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Раскрывая скобки и учитывая равенство (49), имеем: 
,и R 1 Ар —sin ц. th - г - = д-̂  

или, возводя в квадрат и учитывая еще раз равенство (49), 
th»4=th«p-+-i— (4^y. (51) 

Фиг. 8 

Учитывая, что Др. -— угол смежности соприкасающейся плоскости, 
т. е. 

Д|х ^ 1 
lim А* т= 

k sh 
£ 

где г — радиус кручения, получим: 

t h ^ = t h ^ + 
sh2 

ch4 dsj ' (52) 

т. е. мы получили выражение R через г, р и -/-. Кроме того, обозна 
чая СК через h, получим из прямоугольного треугольника КСМ: 

thT = t g P s h T (53) 

Таким образом, мы можем выразить /?, затем ^ и, наконец, h через 
do 

г' Р и W 
§ 16. Кривые постоянной кривизны 

В связи с изучением геометрического места (К) центров соприка
сающихся сфер данной кривой (М) перейдем к изучению кривых 
постоянной кривизны. 

Заметим, что в пространстве Лобачевского: 
1. Соприкасающаяся плоскость (К) совпадает с нормальной пло

скостью (Ж). 
2. Нормальная плоскость (К) и соприкасающаяся плоскость (М) 

обе перпендикулярны к оси кривизны (М). 
3. Спрямляющая плоскость (К) и спрямляющая плоскость (М) обе 

перпендикулярны к главной нормали (М). 
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4. Касательная (М) и бинормаль (К) перпендикулярны к нормаль
ной плоскости (М) или, что то же, к соприкасающейся плоскости (К)-

5. Главная нормаль (М) и главная нормаль (К) перпендикулярны к 
спрямляющей плоскости (К). 

6. Бинормаль (М) и касательная (К) перпендикулярны к нормаль
ной плоскости {К). 

Заметим также, что в нормальной плоскости (М) находятся: 
1) главная нормаль (М)> 
2) касательная к кривой центров кривизны (С), 
3) касательная к (К) — геометрическому месту центров соприкасаю

щихся сфер, 
4) радиус МК соприкасающейся сферы. 
Рассмотрим, имея все это в виду, кривые постоянной кривизны 

(р = const). 
Из равенств 

sh2 — 

«•т-*Ч-+ —т-ф)". т 
ch4-~ ч J 

к 

cos|i = — * (49) 
th Т 

th-J—tgMh-Jr -(53) 

следует, что при -—• = 0 1) JJ. = 0, 2) А = 0. 
В случае кривой (М) постоянной кривизны геометрическое 

место (С) центров кривизны совпадает с геометрическим местом (К) 
центров соприкасающихся сфер и пересекает ортогонально глав
ные нормали. 

САГ —перпендикуляр к МС — совпадает с СС\ и перпендику
ляр к СС в соприкасающейся плоскости (К) совпадает с МС', 
т. е. кривые постоянной кривизны имеют общие главные нормали 
с геометрическим местом центров кривизны (фиг. 8). 

Соприкасающаяся плоскость (К) или (С) совпадает с нормальной 
плоскостью (М). Но и, обратно, соприкасающаяся плоскость (М) со
впадает с нормальной плоскостью (К) или (С). В самом деле, нормаль
ная плоскость (/С), проходящая через главную нормаль (К), перпенди
кулярна к соприкасающейся плоскости (/С), проходя через главную 
нормаль (М) перпендикулярно к нормальной плоскости (М). Поэтому 
при совпадении главных нормалей (М) и (С) не только соприкасаю
щаяся плоскость (С) является нормальной плоскостью (Ж), но и, 
обратно, соприкасающаяся плоскость (М) является нормальной пло
скостью (С). 

(Поступило в редакцию 28/XII 1950 г.) 
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